第 二 讲 

关于 常见 距离 空间 中 的 收敛 性 有 如 下 结论 : 
o 民 " 中 元 列 的 收敛 年 价 于 按 坐 标 收敛 ; 
图 (s) 中 元 列 的 收敛 等 价 于 按 坐标 收敛 ; (35 页 7T ) 
e Cla, 中 中 元 列 的 收敛 等 价 于 一 致 收敛 ; (AEL) 
O 5S 中 元 列 的 收敛 等 价 于 依 测 度 收敛 。 
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@ 2z0 为 4 的 极限 点 => ABLAR a E a 
得 zn — T0; 

O 70 为 4 的 孤立 点 = zo E ALA; 

o 4 为 财 集 = NIEROJ (an), C A, dun 一 zij 
RIEA; | | 

A A 为 闭 集 (FAR) = A = XI 4 为 开 集 (MR), 
本 
所 以 z 不 是 A 的 接触 点 ， 
E 0 9 ue (= 


23 


JE: 
O 107 A 的 接触 点 < 全 存在 点 列 Uu = 4 使 得 z， 一 


£Q; 

e z0 为 4 的 极限 点 ~ 存在 互 异 点 列 {znj%2，C ME 
1T In — T0; 

@ 2z0 为 4 的 孤立 总 = zoa ANA; 

e A 为 闭 集 => MER an O S e E 
ALEA; 

A LAME (AR) = A = XA (MIE). 
Koar A E O 
所 以 z 不 是 4 的 接触 点 ， 
ds Tx NA 
AS(z,9) CAS, aV AMIN, AIA. 


~E: 
@ 720 为 4 的 接触 点 < 会 FA an VO, C A 使 得 x, 一 


o v0 为 4 的 极限 点 — BEER RIE) C A 使 
iin — T0; 

@ = 20E4\ 4; 

e /为 闭 集 — 对 任意 EPM O, CA, Br > iN 
Ax c A; 

A 4 为 闭 集 (FR) = A = XV ARTA (ME). 
IEA: = HAM], Yre A Ard A=A, 
所 以 z 不 是 A 的 接触 点 ， 
da onre NA 
XS(2,E) CAS, „i JI a AJÍ 
¿<= HA AFTER) VLE a 


= SOO EAS 


= SUZO e 
i AS= 


C 
0, 


AS, 


本 
. “SEEN A =) 
PA Ax FRANEA, JP)! 


本 

- “So Eras qi 

PU RARA A, JI 
Kr € A. 


本 
S(z9)NnA=ĝd, 

所 以 I 不 是 A 的 接触 点 ， 了 矛盾 ! 

Wr E A. 

由 此 得 4 C 4， 可 知 4 为 闭 集 . 


本 


SENA = 
PARA eTA AJIZ S, JP | 
BLZ E A. 


由 此 得 4C 4， 可知 4 为 财 集 。 
闭 集 满足 如 下 的 闭 集 公理 
定理 22. 在 距离 空间 X 路 
DIARIA 
(2) 任意 个 闭 集 的 交 有 走 闭 集 ; 
(3) A RH MAME. 


了 ES em 
Síx,e  NA=0, 
所 以 z 不 是 4 的 接触 点 ， 矛 盾 ! 
Ba € A. 
由 此 得 A C CA， 可知 A 为 闭 集 ， 
闭 集 满足 如 下 的 闭 集 公理 
定理 22. 在 距离 空间 XX 中 
(1) XPZ AO) HF $: 
(2) 任意 个 闭 集 的 交 是 闭 集 ; 
(3) 有 限 个 于 全 的 并 是 财 集 。 
关于 闭 包 有 如 下 定理 
定理 23. (1) AC A; (2)ACB =» ACB; 
A; (44AUB=AUB, 


a 

la 
>l] 
| 


证 明 (3) ACA? 
Vr A, Ve>0, 3 yeS(zenAzZ)0 


证 明 (3) ACA? 
Vr A, Ve>0, 3 yeS(zenAZ)0 
=> J zebuo e al 


证 明 (3) ACA? 

Wwe A ve>0, 4 yes, ANAZO 
= 3 z€$(y,£)NAZO, 

md(z,x) < d(2,y) + dly, 1) «e-pe=2e, 


证 明 (3) ACA? 

Vee A ve>0, 4 yese, ANAZO 
= 3 z€$(y,£)NAZO, 

md(z,x) < d(2,y) + dly, 1) «e-pe=2e, 
PIYAz E Síx,2e) NAO, .. red. 


证 明 (3) ACA? 

Vee A ve>0, 4 yese, ANAZO 

= 3 z€$(y,£)NAZO, 

md(z,x) < d(2,y) + dly, 1) «e-pe=2e, 

所 以 z E Síx,2e) NAO, . TEA. 

CASAU T CAUR BAANMÍE, FIUAUB CG 


AUB; AZE. 


证 明 (3) ACA? 

Wwe A ve>0, 4 yeS(zonA40 

= l z€$(y,)NAZO, 

md(z,x) < d(2,y) + dly, 1) «e-pe=2e, 

所 以 z E Síx,2e) NAO, . ze 4A. 

WBZJAUBO AUB, BAANMÍE, FIUAUB CG 
AUB; 3 p 

a. pisis = l Su]. 


证 明 (3) ACA? 

Wwe A ve>0, 4 yeS(zonA40 
= l z€$(y,)NAZO, 

md(z,x) < d(2,y) + dly, 1) «e-pe=2e, 
所 以 z E Síx,2e) NAO, . ze 4A. 
WBZJAUBO AUB, BAANMÍE, FIUAUB CG 

AUB; AZE. 

A I so LS: 
可 知 等 式 成 立 。 


[E] 


例 2. 闭 球 B(z0,7) = {x E€ X : d,ro) < NAAK. 


例 2. 闭 球 B(z0,7) = {x E€ X : de,e) < NAAK. 


E: 有 两 种 方法 LÍUEB( 20,1) C Blzo,r) 


例 2. 闭 球 B(z0,7) = {x EXX:d(zx,zx0) < NAAK. 


TE: 有 两 种 方法 L 仅 证 B(x0,7) C B(mo,T) 
Vx € Blzg,r), Ve > 0 由 闭 包 的 定义 存在 y € Slr, e)n 
Bpr) = (), 


例 2. 闭 球 B(z0,7) = {x E€ X : de,e) < NAAK. 


E: 有 两 种 方法 I 仅 证 B(x0,7) C Blzo,r) 

Vx € Blzg,r), Ve > 0 由 闭 包 的 定义 存在 y E Sle, e)n 
再 F h 

FTYAd(y,x)<e, dly,zo) Xr. BE 


例 2. 闭 球 B(z0,7) = {x EXX:d(zx,zx0) < NAAK. 


E: 有 两 种 方法 I 仅 证 B(x0,7) C Blzo,r) 

Vx € Blzg,r), Ve > 0 由 闭 包 的 定义 存在 y E Sleen 
再 F h 

PIU d(y,x) «e, dly,zo) Xr. BL 


d(x, xo) < d(x,y) + d(y,zo) Err 


例 2. 闭 球 B(z0,7) = {x E€ X : de,e) < NAAK. 


E: 有 两 种 方法 I 仅 证 B(x0,7) C Blzo,r) 

Vx € Blzg,r), Ve > 0 由 闭 包 的 定义 存在 y E Slr, e)n 
Bs 

PIU d(y,x) «e, dly,zo) Xr. BL 


d(z,zo) < dx, y) + dly,vo) «err 
De 一 叶 得 d(z,z0) Sr, Hita € B(m,r). 


例 2. 闭 球 B(z0,7) = {x E€ X : de,e) < NAAK. 


E: 有 两 种 方法 I 仅 证 B(x0,7) C Blzo,r) 

Vx € Blzg,r), Ve > 0 由 闭 包 的 定义 存在 y E Slr, e)n 
Bs 

PIU d(y,x) «e, dly,zo) Xr. BL 


d(z,zo) < dx, y) + dly,vo) «err 
Lre = 0+ 得 d(x， £o) < 了 ， 因此 x = B(xọ, r). 
Bm € B(zo, TRE, 


例 2. 闭 球 B(z0,7) = {x E€ X : de,e) < NAAK. 


E: 有 两 种 方法 I 仅 证 B(x0,7) C Blzo,r) 

Vx € Blzg,r), Ve > 0 由 闭 包 的 定义 存在 y E Slr, e)n 
Bs 

PIU d(y,x) «e, dly,zo) Xr. BL 


oom 21) ya sx 
Be 0" d(lr,zo) <r, BItze B(zo,r). 
B(zo,r) € Blog, TAZ. 
a. 利用 闭 性 的 等 价 定义 来 证 


例 2. 闭 球 B(z0,7) = {x E€ X : de,e) < NAAK. 


E: 有 两 种 方法 I 仅 证 B(x0,7) C Blzo,r) 

Vx € Blzg,r), Ve > 0 由 闭 包 的 定义 存在 y E Slr, e)n 
Bs 

PIU d(y,x) «e, dly,zo) Xr. BL 


Om 2 uy sx 
tre 0" dr, zo) xr. Hb e B(zo,r). 
B(zo,r) € B(zy, TAZ. 
a. 利用 闭 性 的 等 价 定义 来 证 
任意 点 列 {fznjce C Biro,» FeR o eX, 


n=l = 


例 2. 闭 球 B(z0,7) = {x E€ X : de,e) < NAAK. 


E: 有 两 种 方法 I 仅 证 B(x0,7) C Blzo,r) 

Vx € Blzg,r), Ve > 0 由 闭 包 的 定义 存在 y E Slr, e)n 
Bs 

PIU d(y,x) «e, dly,zo) Xr. BL 


oom 2 uy =. 
tre > 0 dr, zo) <r, Hb e B(zo,r). 
B(xp,r) € Blog, TAZ. 
IL 利用 闭 性 的 等 价 定义 来 证 
(人 
则 由 d(zn, z0) <r dy, a) RFyRAX LA 


d(z, zo) = „dm SAG TEO) kadio 


dzo S „dm Ae Too) kadi 


所 以 z € B(xz0,7)， 故 B(x0,7) 为 闭 集 ， 


dzo S „dm Ae Too) kasti 
所 以 z € B(z0,7)， 故 B(x0,7) 为 闭 集 ， 


LI 
例 3. 离 散 距 离 空间 中 的 每 个 子 集 都 是 开 集 也 是 
HR. 


d(z,zo) = „dm Ae Too) kasti 

所 以 z € B(x0,7)， 故 B(x0,7) 为 闭 集 。 

例 3. 离 散 距 离 空间 中 的 每 个 子 集 都 是 开 集 也 
GER 


注 : 闭 球 B(z0,7) 不 是 开 球 5S(z0,7) 的 闭 包 5S(z0,7)。 


o 
LI 


dm = limo Too) kasi 

FIVA T € Blzo,1). 故 B(z0,7) 为 闭 集 。 a 

例 3. 离散 距离 空间 中 的 每 个 子 集 都 是 开 集 也 是 
AT. 

注 : 闭 球 B(x0,7) 不 是 开 球 S(z0,7) 的 闭 包 S(z0,7)。 


smn on D) = (ml S(zo, 1) = (zo), 
EE = 


dm = „dm Too) kasi 

所 以 z € B(xz0,7)， 故 B(x0,7) 为 闭 集 ， O 

例 3. 离散 距离 空间 中 的 每 个 子 集 都 是 开 集 也 是 
AT. 

注 : 闭 球 B(x0,7) 不 是 开 球 5S(z0,7) 的 闭 包 S(z0,7)。 

如 离散 距离 空间 X 中 S(z0,1) = (ro), S(20,1) = (zo), 
D pie 
2. JEE. TIE 

ZA BCX, mRBCA, MARAÑITB; 


d(z, zo) = „dm. er ee 

所 以 z € B(z0,7)， 故 B(x0,7) 为 闭 集 ， Mi 

例 3. 离 散 距离 空间 中 的 每 个 子 集 都 是 开 集 也 是 
AHK. 

E: 闭 球 B(z0,7) 不 是 开 球 5S(z0,7) 的 闭 包 5S(z0,7)。 

如 离散 距离 空间 X 中 5S(zo,1D) = {xo}, S(zo, 1) = {z0}, 
le 
2. 稠密 、 可 分 性 

设 A,BCX， 如 果 B C A， 则 称 A 稠 于 B: 

如 果 存 在 最 多 可 数 集 4 稠 于 B， 则 称 B 可 分 ; 


d(z, zo) = „dm. o uv = : 
所 以 z € B(z0,7)， 故 B(x0,7) 为 闭 集 ， Mi 
例 3. 离 散 距离 空间 中 的 每 个 子 集 都 是 开 集 也 是 
GER 
注 : 闭 球 B(z0,7) 不 是 开 球 S(zx0,7) 的 闭 包 S(z0,7)。 
de RSE A EXP S(zo, 1) = (zo), S(zo. 1) = (zo), 
pl =: 
2. JOE. TOE 
J.A BCX, mWRBCA, MARAMTB; 
如 果 存 在 最 多 可 数 集 4 稠 于 B， 则 称 B 可 分 ; 
如 果 X 存 在 最 多 可 数 稠 子 集 ， 称 X 可 分 。 


A Li TIo) kasi 
所 以 z € B(z0,7)， 故 B(x0,7) 为 闭 集 ， Mi 
例 3. 离 散 距 离 空 间 中 的 每 个 子 集 都 是 开 集 也 是 
JES 
注 : 闭 球 B(xz0,7) 不 是 开 球 S(zx0,7) 的 闭 包 5S(z0,7)。 
如 离散 距离 空间 X 中 5S(zo,1D) = {xo}, S(zo, 1) = {z0}, 
le 
2. 稠密 、 可 分 性 
设 A,BCX， 如 果 B CA， 则 称 A 稠 于 B: 
如 果 存 在 最 多 可 数 集 4 稠 于 B， 则 称 B 可 分 ; 
如 果 针 存在 最 多 可 数 稠 子 集 ， 称 XX 可 分 。 
E: 1 5 AR83TB, APATO MAATO. 
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2 A)T B <= Vr € BNe 50, fr Fey € A 使 得 d(y, x) < 
== “I a = 中 y = Vr e BRA a y 
TEA 


= 


A 使 得 zj 一 Lo 


2 AF B <= Yr e ByYe>0 存 在 ye MERTd(y,x) < 

2 

ZE 人 

A 使 得 zx > Lo - 
例 4. 

(1) K" 是 可 分 的 ; (坐标 为 有 理 数 的 点 全 体 为 其 可 数 
稠 子 集 ) 

(2) Cla,0| 是 可 分 的 ; (有 理 系数 多 项 式 组 成 的 集合 
为 其 可 数 稠 子 集 ) 

(3) (s) 是 可 分 的 ; (坐标 为 有 理 数 且 只 有 有 限 项 非 零 
的 点 组 成 的 集合 为 其 可 数 稠 子 集 ) 

(4) 离散 距离 空间 X 是 可 分 的 = X 是 最 多 可 数 集 。 


2 A F B <= Yr e BNe > 0, BREy € MERTd(y,x) < 
E ==» Ve»0, BG |) S(2,£) =» Vr e BRALan pe, S 
TEA 
A 使 得 x > Lo - 
例 4. 

(1) K" 是 可 分 的 ; (坐标 为 有 理 数 的 点 全 体 为 其 可 数 
稠 子 集 ) 
(2) Ca, JÆ TT; (有 理 系数 多 项 式 组 成 的 集合 

为 其 可 数 稠 子 集 ) 
(3) (s) 是 可 分 的 ; (坐标 为 有 理 数 且 只 有 有 限 项 非 零 
的 点 组 成 的 集合 为 其 可 数 稠 子 集 ) 
(4) 离散 距离 空间 X 是 可 分 的 — X 是 最 多 可 数 集 。 
如 果 存 在 不 可 数 集 4 C X 及 r > VEVZLYEA, ty, 
RA dlx, y) >r, 则 X 不 可 分 。 


因为 若 X 可 分 ， 则 存在 最 多 可 数 集 C 使 得 4 CXC 
E S(r,9)Ne > 0, => 至 少 存在 一 个 z € C1ES(7,95 


Sel 
A AMAR EU L, uv e AN S(z,£), Mr < d(u,v) < 
d(u,x) + d(z,v) < 2e, 38390 <e « SN RJ) MI 


83， 完 备 性 


EA 3.1. a a i e C X, Ve > 0, IN, n,m > 


NE den, de. MU Ata yo 为 Cauchy 列 ， 如 果 X 中 


的 任意 Cauchy 列 均 收 敛 ， W ŜUO. 


l SA I ARA Cauchy ; se eus nip AAA 
是 完备 的 。 
K" 是 完备 的 ， 


例 1.Cla,0| 是 完备 的 。 


验 : Ta ij 是 Cl 中 任 一 Cauchy 列 ， 则 Ye [wa 有 


Tn(t) — zm(D| < dlzn, rm) >0 (Zin,m- co) 


Ja (za (t) 22, A Cauchy3k731] 1ez(t) = Lim tnt), Vte la, bl. 
因为 Ve 50, IN, n,m > NET Vt € la, VA 
pao =a es aa 
tem 一 co 得 
[ol Bl <e, Vic la,bl, Va»N 
PEVA ABI La Æla, YEMA TFr. FT Ala, db] E 
连续 ,x e Cla,b], Fl HE GDAZA 
Viu MR 

Lan 收敛 于 rz， 故 Cla, 避 完备 。 

例 2. 任何 离散 距离 空间 均 是 完备 的 。 其 中 Cauchy 列 
有 何 特点 ? 


